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Monsieur RAKOTOARIMANANA Tsiriheriniaina 

40 heures (Cours théoriques et exercices corrigés strictement 
réservés aux étudiants en économie et commerce -ASJA-) 

Notes aux étudiants : 

> La compréhension du cours est très importante pour bien assimiler les exercices. 

> Les encadrés en rouges sont des propositions ou théorèmes qu'il faut maîtriser pour 
traiter les exercices. 

> Les exercices corrigés sont à utiliser avec précaution par les étudiants. Ce n'est pas 
qu'ils soient dangereux, mais ils conduisent vite à la dépendance. Essayer de 
résoudre un exercice est le moyen par excellence pour vérifier si la matière du cours 
est bien comprise, pour identifier les difficultés qu'elle pose, et pour l'assimiler de 
façon durable. Les exercices corrigés, même dans ses grandes lignes comme cela est 
souvent le cas ici, ne devrait donc servir qu'à confirmer une solution ou tout au moins 
une idée de solution. Consulter le corrigé avant même d'essayer de faire l'exercice 
est se priver de la meilleure méthode d'apprentissage qui soit : la pratique. Or, la 
tentation est grande de renoncer à l'effort à la moindre difficulté lorsque le corrigé 
est à portée de main. Et tout semble si facile lorsqu'on le voit écrit comme du premier 
jet, concis, direct, sans essai et erreur. Mais cela n'est qu'illusion. Alors soyez 
prévenus. 
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> CHAPITRE 1. ESPACE VECTORIEL 

Définition 1.1 - Soit K un corps commutatif 3 . On appelle espace vectoriel sur K 
un ensemble E sur lequel on a défini deux lois de composition : 

A) Une loi interne [c’est-à-dire une application E x E —> e] dite addition, notée +, et 
vérifiant : 


A. 1) (x + y) + z = x + (y + z) , Vx,y,z E E ; 

A. 2) x + y = y + x , V x,y E E ; 

A.3) Il existe un élément de E noté 0 E ,ou plus simplement 0, dit neutre, tel 
que Vx E E : x + 0 E — x ; 

A.4) Pour tout x E E, il existe un élément de E noté (— x ), dit opposé de x, 
tel que : x + (—x) — 0 E 4 . 

B) Une loi externe de domaine K [e 'est-à-dire une application K x E —> E ; on note Xx 
(ou A ■ x) l’image dans E du couple (A, x) e K x E ], qui vérifie : 


B.l) À (y,x) = (À p)x , 

B. 2) (À + p)x = Xx + px , 
B.3) X(x + y) = Xx + Xy , 
B.4) 1 .x = x , 


VA ,pEK 
VA ,peK, 
VA G K , 
y x E E 


'ix E E ; 
y x E E ; 
Vx,y E E ; 


(1 étant l’élément neutre de la multiplication dans K). 


Les éléments de K sont dits scalaires et ceux de E vecteurs. 

Exemple 1. - 

E = R n muni des lois suivantes est un espace vectoriel sur R : 

(xi,...,Xn) + (yi,...,y n ) := (xi+yi,...,Xn + y n ) 

X(xi,...,x n ) := {Xxi,...,X x n ) ' 

Ici 0 a „ = (0,... ,0) ; l’opposé (-x) de x = (xi,..., x n ) est (-xi,..., - x n )• De même 
C n est muni d’une structure d’espace vectoriel sur C et, plus généralement, K n est muni 
d’une structure d’espace vectoriel sur K avec les lois définies par les formules (1). 

Exemple 2. - 

L’ensemble R n [æ] des fonctions polynômes à coefficients dans R de degré < n, c’est-à-dire : 

Knfï'] = {P • R —* R | P ( x ) = Oo + ai x -\ -1- an x j ai E R} 

est un espace vectoriel sur R pour les lois : 

(oo + • • • + a n x n ) + (bo + • • • + b n x n ) := (oo + bo) + •••+• (a n + b n )x n 

X(ao + aix-l- \-a n x n ) := (Aao + Aaix H-hAo n a; n ) ' 
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Plus généralement, l’ensemble R[æ] des fonctions polynômes de tous les degrés possibles à 
coefficients dans R est un espace vectoriel sur R avec les lois : 

EfcKz*) + Efc( 6 ** fc ) ■= EfcK + bk)x k 

/ ,x ( 1 2 3 ) 

a ^Efe akX J Efc(-^ a fc) æfc 

(les sommes ne comportent qu’un nombre fini de termes non nuis). 


Exemple 3 - 

Soit M. 2 {K) = { matrices carrées d’ordre 2 à coefficients dans K}. On définit sur M. 2 {K) 
une structure d’espace vectoriel sur K, en posant : 


fa b \ / a' b' \ _ ( a + a' b + b' \ 

V c d ) + \ d d' ) \ c + c' d + d' J 


f a b \ _ / A a Xb A 
V c d J ~\Xc Xd J 


(4) 


L’élément neutre est évidemment la matrice nulle 



0 0 
0 0 


et l’opposée de 


a b \ 

c d J 


I. SOUS ESPACES VECTORIELS 

Définition 1.3 - Soit E un espace vectoriel et F une partie non vide de E. On dit 
que F est un sous-espace vectoriel de E, si la restriction des lois de E à F fait de F 
un espace vectoriel. 

En principe, pour montrer que F est un sous-espace vectoriel, il faudrait vérifier les 
huit axiomes de la Définition 1.1. En fait, il suffit de vérifier la «stabilité» des lois de 
composition comme l’affirme la proposition suivante : 

Proposition 1.4 - Soit E un espace vectoriel et F C E. Alors F est un sous-espace 
vectoriel de E si et seulement si : 


1. F 

2. (a) x,y G F =ï x + yÇ.F 

(b) x<=F, XeK A xeF 

Proposition 1.5 - F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si : 

1. F ^0 

2. x,y G F ; À, p G K => A x + /i y G F 
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Exemple 1.- 
Soit 

F = {( x,y,z ) € R 3 | 2x + y + 3z = 0} . 

F est un sous-espace vectoriel de R 3 . En effet, soient v\ = (xi,yi,zi) et V 2 = ( 2 : 2 , 2 / 2 , 22 ) G 
F ; on a : 

2x\ + yi + 3zi = 0 et 2 X 2 + 2/2 + 3 Z 2 = 0 
d’où, en additionnant : 2{x\-\- X 2 ) + (yi + 2/2) + 3 (z\ + z 2 ) = 0, c’est-à-dire : 

v\ + V2 = (xi + X2, yi + 2/2, 21 + 22) G f 

De même, on voit que Xv € F si A G R et v e F. 

Exemple 2. - 

E — {(x,y,z) G R 3 | 2x — y — z — l} n’est pas un sous-espace vectoriel de R 3 car 

0 = ( 0 , 0 , 0 ) i£. 

Proposition 1.6 - Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. 

1. F H G est un sous-espace vectoriel de E. 

2. F U G n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E. 

3. Le complémentaire E \ F d’un sous-espace vectoriel F n’est pas un sous-espace 
vectoriel de E. 


Démonstration : 

1 . On a d’abord F fl G 7 ^ 0, car Oe & F C\ G. 

Soient x,y G F (1 G -, on a x,y G F donc x + y G F. De même, si x, y G G, 
x + y G G et par conséquent x + y G F fl G. 

Si À G K et x G F fl G, on a : x e F, donc À x G F, et x G G, donc Xx G G ; 
d’où : Xx G FHG. 


2 . Cela tient au fait qu’en général F U G n’est pas stable par la somme. Par 
exemple, soient E = R 2 , F la droite vectorielle engendrée par (1,0) et G la 
droite vectorielle engendrée par (0,1). On a : 

(1,0) G F donc (1,0) G FU G 

(0,1) G G donc (0,1) G F U G 

mais : w = ( 1 , 0) + (0,1) = (1,1) F U G 
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3. E \ F ne contient pas 0, donc il n’est pas un sous-espace vectoriel. □ 

II. BASES EN DIMENSIONS FINIES 

Définition 1.7 - Une famille de vecteurs (tq ,...,v p } d’un espace vectoriel E est 
dite génératrice, si E = Vec{ui,..., v p }, ce qui veut dire (cf. Exemple 3. page 8) que 

'i x £ E 3 Ai,..., A p £ K tels que : x = Ai v\ 4-h A p v p 

On dit aussi, parfois, que tout x £ E se décompose sur les vecteurs V{, ou encore que 
tout X £ E est combinaison linéaire des vecteurs V%. 

Exemple 1. - Dans R 2 ; la famille {ei = (1,0), e<i — (0,1)} est une famille génératrice 
car tout x = ( X\,X 2 ) £ M 2 , s’écrit : 

(x\,X 2 ) = x\ (1,0) + X 2 (0,1) = xi ei + X 2 e 2 . 

Plus généralement dans K n les vecteurs 

ei = (1,0 ,..., 0), ...,e k = (0....0, ^ ,0,...0),., e„ = (0,..., 0,1) 

k e rang 


forment une famille génératrice, car pour tout x = (xi ,..., x n ) £ K n , on peut s’écrire : 

(æi , . . . , Xn ) = X\ e\ H - ■ • • Xn Gn 

Exemple 2. - Dans R 2 , considérons une famille contenant les vecteurs ei et e 2 de 
l’exemple ci-dessus, par exemple la famille {ei, e2, u}, avec v = (1,2). Elle est évidemment 
génératrice, car pour tout ( x\,X 2 ) £ R 2 on peut écrire : 

(X\,X 2 ) = Xld + X2Ê2 + Ou 

Plus généralement : toute famille contenant une famille génératrice est génératrice. 

Exemple 3. - Dans R 2 , soient vi = (1,1) et V 2 = (1,-1). Montrons que {vi,V 2 } est 
génératrice. 

Soit x = (a, b) £ R 2 avec a, b arbitraires : il s’agit de montrer qu’il existe ïi,j; 2 éI tels 
que x = X\V\ + X 2 V 2 , c’est-à-dire : 

(û, 6) = (xi,Xi) + (X 2 , ~X 2 ) = (au + X 2 , Xi - X 2 ) 

Ceci signifie que quels que soient a et b £ R, il existe xi, X 2 £ R vérifiant le système : 

J X 1 +X 2 = a 
\ Xi — X 2 = b 

En résolvant, on trouve en effet : 

a + b a —b 

x ' = — • 12 = — 

solution définie pour a,b arbitraires. Donc {vi,V 2 } est génératrice. 

Définition 1.8 - Un espace vectoriel est dit de dimension finie, s’il existe une 
famille génératrice finie; dans le cas contraire, on dit qu’il est de dimension infinie. 
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Définition 1.9 - Soit {tq,..., v p ), une famille finie d’éléments de E. On dit qu’elle 
est libre, si : 

Ai Vi + • • • 4- Àp Vp = 0 =4 > - Ai = 0,..., Ap = 0. 

On dit aussi que les vecteurs V \,..., v p sont linéairement indépendants. Une famille 
qui n’est pas libre est dite liée (on dit aussi que ses vecteurs sont liés ou linéairement 
dépendants). 

Exemple 2. - Dans R 3 , les vecteurs V\ — (1,1,— 1), V 2 = ( 0 , 2 , 1 ), v$ — (0,0,5) sont 
libres. En effet, supposons qu’il existe des réels Ai, A 2 , A 3 tels que Aim + \ 2 v 2 + A 3^3 = 0, 
c’est-à-dire : 

Ai (1,1, —1) + A 2 ( 0 , 2 , 1 ) + A 3 ( 0 ,0,5) = 0 

On aura : 

(Ai, A 1 + 2 A 2 , — Ai + A 2 + 5 A 3 ) = 0 

c’est-à-dire : 

r Ai =0 

< Ai + 2 A 2 = 0 

—Ai -|- A 2 -|- 5 A 3 = 0 
ce qui donne immédiatement : Ai = A 2 = A 3 = 0 . 


Proposition 1.10 - Une famille {ui,..., v p } est liée si et seulement si l’un au moins 
des vecteurs Vi s ’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille 
(c’est-à-dire si l’un au moins des Vi appartient à l’espace vectoriel engendré par les 
autres). 

Ou, d’une manière équivalente : 

une famille {îq,..., v p } est libre si et seulement si aucun des vecteurs Vi n’appartient 
à l’espace engendré par les autres. 

Démonstration : — Si {tq,..., v p } est liée, il existe Ai,..., A p non tous nuis tels 
que Ai v\ + • • • + A p v p = 0. Si, par exemple Ai ^ 0 (ce que l’on peut toujours 
supposer quitte à changer la numérotation), on pourra écrire : 

A 2 . . -A p 

vi = — T- v 2 H-+ -T-*- Vp 

Al Al 

Réciproquement, supposons par exemple, que v\ est combinaison linéaire des 
vecteurs v 2 ,..., v p ; alors il existe fj, 2 , ■ ■ ■, ia p G K tels que v\ — fx 2 v 2 + • • • + fj, p v p , 
c’est-à-dire : 

Vi - n 2 v 2 — • • • — n P v p — 0. 

Il existe donc une combinaison linéaire des vecteurs {t>i,..., v p } qui est nulle, sans 
que les coefficients soient tous nuis. Donc la famille est liée. □ 
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Proposition 1.11 - Soit (iq,..., Vp} une famille libre et x un vecteur quelconque 
de l’espace engendré par les vecteurs Vi (c’est-à-dire x est combinaison linéaire des 
Vi). Alors la décomposition de x sur les Vi est unique. 

En effet, soient : 

x — Ai V\ • * * -\- \p vp 
x — pi vi -h p p Vp 

deux décompositions de x. En faisant la différence on trouve : 

0 = (Ai — /ii) v\ + • • • + (A p — p p ) Vp. 

Puisque la famille est libre, on a Ai — p\ = 0,..., A p — p p = 0 c’est-à-dire : 
Ai pi , ..., Ap — Pp- D 

Définition 1.12 - On appelle base une famille à la fois libre et génératrice. 


Proposition 1.13 - Une famille {vj,... ,u n } est une base de E si et seulement si 
tout x G E se décompose d’une façon unique sur les Vi. C’est-à-dire : 

Væ G E il existe un unique n-uplet (Ai,..., A n ) G K n tel que : 

x = Ai vi H-h \ n v n . 

(l’existence de la décomposition pour tout x G E équivaut au fait que la fam ill e 
est génératrice; l’unicité au fait que la famille est libre). 


Exemple 1. — Base canonique de K n . 
Soient les vecteurs : 


ei =(1,0,...,0), e 2 = (0,1,0... 0),., 

e k = (0... 0, ^ , 0 ... 0),., e n = (0,..., 0,1) 

k B rang 


On sait déjà qu’ils forment une famille génératrice. Montrons qu’elle est libre. On a : 


Ai e± + • • • + An e n — 0 < > Ai (1, 0 ... 0) + • • • A n (0 ... 0,1) — 0 

(Ai,0,..., 0) + • • • + (0,..., 0, A n ) = (0,..., 0) (Ai,..., A n ) = (0,...,0) 
Ai = 0,..., A n = 0 

Par conséquent {ei,..., e n } est une base de K 71 , dite base canonique. 


Exemple 2. - Base canonique de K n [x]. 

La famille 8 = {1, a;, x 2 ,.. ., x 71 } 6 est une base de R n [x\. 

En effet, tout P e M n [x] s’écrit P = aol + a\X + •• - + a n x n avec, ai G R ; 8 est donc 
génératrice. De plus : 

Ao = 0, Ai = 0,..., A n = 0. 7 


Ao 1 “h Ai X -h * * * “h An X — 0 
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Exemple 3.- Dans M 2 (K) soient les matrices : 


Ei = 



0 

0 



E 3 = 


( 


0 

1 




Toute matrice 



6 M .2 (K), peut s’écrire : 


a 

c 



— a E\ “|~ b E 2 H - c E$ -|- d E4. 


ce qui montre que B — {Ei, E 2 , E 3 , E 4 } est une famille génératrice. 
D’autre part : 


Ai Ei + À2 E2 + A3 £3 + A4 E4 = 0 


( Ai A a W 0 0 \ 
V a 3 a 4 ) \ 0 0 J 

Ai = A 2 = A3 = A 4 = 0 


Donc B est une base de M .2 {K). 

Proposition 1.15 - 

1. {x} est une famille libre x ^ 0. 

2. Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice. 

3. Toute sous-famille d’une famille libre est libre. 

4- Toute famille contenant une famille liée est liée. 

5. Toute famille {v \,..., v p } dont l’un des vecteurs Vi est nul, est liée. 


6 Plus précisément B = {Pq, P \,... ,P n } où Pp. : x >—» x k . Nous utiliserons souvent cet abus de 
notation. 

7 D’après la définition de polynômes : deux polynômes sont égaux si et seulement si les coefficients 
des termes de même degré sont égaux (le 0 au second membre est le polyôme nul). 
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III. THEOREMES FONDAMENTAUX SUR LA DIMENSION 

Théorème 1.18 - Dans un espace vectoriel E sur K de dimension finie, toutes les 
bases ont le même nombre d’éléments. Ce nombre est appelé dimension de E sur K 
et est noté dim^ E. 

Lemme 

Dans un espace vectoriel engendré par n éléments, toute famille contenant plus de 
n éléments est liée. 

Corollaire 1.19 - 

1. Dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille ayant plus de n éléments 
est liée. 

2. Dans un espace vectoriel de dimension n, les familles ayant moins de n éléments 
ne peuvent être génératrices. 

Remarques. - 

1. Si E = {0} on pose : dim^E = 0. On a évidemment : 

E — {0} ■<=> dim K E = 0 

2. dim K K n = n 

En effet, comme nous l’avons vu, la famille {ex ,..., e n }, avec ei = (1,0,..., 0),..., 
e n = (0,..., 0,1) est une base. 

Théorème 1.21 - Soit E un espace vectoriel de dimension n. Alors : 

- Toute famille génératrice ayant n éléments est une base. 

- Toute famille libre ayant n éléments est une base. 

Proposition 1.22 - Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous- 
espace vectoriel de E. Alors F est de dimension finie, et de plus : 

1. dim^F < dim K F 

2. dim K F = dim K E <=ï F = E. 

Théorème 1.27 - Tout espace vectoriel non réduit à {0} admet une base. Plus 
précisément : 

1. De toute famille génératrice on peut extraire une base. 

2. Toute famille libre peut être complétée en une base. 

1.8 Somme, somme directe, sous-espaces supplémentaires 

Définition 1.28 - Soient Ex, E 2 deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel 
E. On appelle somme de Ex et E 2 le sous-espace de E défini par : 

Ex + E 2 = {x e E\3xx £ E, 3x2 € E 2 : x = xx + x 2 ) 
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Proposition 1.29 - Soient E\ et E 2 deux sous-espaces vectoriels de E, et soit 
£ = E\ + E 2 . La décomposition de tout élément de £ en somme d’un élément de E\ 
et d’un élément de E 2 est unique, si et seulement si E\ fl E 2 = {0} . On écrit alors : 


£ = Ei © E 2 


et on dit que £ est somme directe de E\ et E 2 - 


En d’autres termes : 


( £ — E\ + E 2 

£ = E\ ® E 2 < et 

I Ei D E 2 = {0} 


£ Ei E 2 et 
tout élément de £ s’écrit 
< d’une manière unique 
X = Xi +X2 

avec Xi G Ei , X 2 G E 2 


Proposition 1.30 - Soit E un espace vectoriel et Ei, E 2 deux sous-espaces vectoriels 
de E. Alors E — E\ ® E 2 si et seulement si pour toute base Bi et Ei et toute base 
82 de E 2 , { 81 , 82 } est une base de E. 

Définition 1.31 - Soit E un espace vectoriel et E\,E 2 deux sous-espaces vectoriels 
de E. On dit que Ei et E 2 sont supplémentaires (ou que E 2 est un supplémentaire de 
Ei), si E = Ei © E 2 . 

Corollaire 1.32 Soit E un espace vectoriel. Pour tout sous-espace vectoriel Ei, il 
existe toujours un supplémentaire. Le supplémentaire de Ei n’est pas unique, mais si 
E est de dimension finie, tous les supplémentaires de Ei ont même dimension. 


Théorème 1.33 - Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors 


E = Ei @ E2 


1. Ei n E2 — {0} 

2. dim E = dim E\ + dim E 2 - 


Proposition 1.34 - Soit E un espace vectoriel de dimension finie et Ei,E 2 deux 
sous-espaces vectoriels de E. On a : 


dim (Ex + E2) = dim Ei + dim E2 — dim (Ei H E2) 


dim (Ei © E2) = dim Ei + dim E2 


En particulier : 
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Chapitre 2 

Systèmes d’équations du premier 
degré 

I. La méthode d’élimination de Gauss 

On appelle système d’équations linéaires un système du type : 

a ll X\ + a 12 + ■ ■ ■ + &l n x n = &1 

< 0-21 X\ + O22 X2 + ' • ' + 02n X n — 62 

k Opi X\ + Op2 X2 + * * * “1“ Ctpfi Xn — bp 

Les aij et les bi sont des éléments de K, donnés. Les Xi sont dites ‘ inconnues et 
résoudre le système signifie déterminer les Xi G K, s’il y en a, qui vérifient toutes les 
équations. 

La méthode du pivot est fondée sur la remarque suivante : 

Propriété 2.1 - L’ensemble des solutions d’un système linéaire ne change pas si l’on 
effectue sur les équations les « opérations élémentaires» suivantes : 

1. changer l’ordre des équations; 

2. multiplier une équation (premier et second membre ) par un scalaire non nul ; 

3. ajouter à une équation une combinaison linéaire des autres équations. 

Quelques exemples suffiront pour comprendre comment exploiter cette propriété, 
avant d’expliquer d’une manière plus précise la technique. 

Exemple 1. - 

l x (2x+ y — 2z + 3w=l 
l 2 < [~3~|a: + 2 y- z + 2w = 4 

£3 [ 3 ] a: + 3y + 3 z — 3w = 5 

On effectue des opérations élémentaires de manière à faire disparaître les deux coefficients 
encadrés. Par exemple : 


il 

2x + y 

— 2z + 

3 w 

= 1 

L' 2 =2L 2 -3Li < 

y 

+ 4z- 

5w 

= 5 

14=21,3-31,! 

02/ 

+12 z- 

15 w 

= 7 
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L’ensemble des solutions n’a pas changé. On répète maintenant l’opération sur les deux 
dernières équations : 


*4 


*4-314 


( 2x + y — 2z + 3w = 1 

y + 4z — 5w = 5 

0 = 


8 


On voit immédiatement que le système n’admet pas de solution. 


Exemple 2 . - 


1/2 S 




x + 2 y — z = 1 
2 a; + 3y + z = 2 
x + Ay — z = 2 


Ll 

L' 2 =L 2 -2Li < 
*4=1,3-*,! k 


a; + 2y — z = 1 
— y + 3z = 0 
2y — 5z = 1 



*4+2*4 


a: + 2y — z = 1 
I |~ y + 3z = 0 
z = l 


On a donc z = 1. En reportant dans l’équation L' 2 on obtient la valeur de y : y = 3. En 
remontant maintenant dans l’équation 1+ on trouve x : x = —2y+z+l = —6+1 + 1 = 4. 
Le système admet donc la solution unique x = —4, y = 3, z — 1. 


Comme on le voit, la méthode consiste à mettre le système «sous forme échelonnée» 
de manière à pouvoir, en partant de la solution de la dernière équation et en remon¬ 
tant, résoudre toutes les équations. Précisons cela. 

Considérons une matrice, c’est-à-dire un tableau d’éléments de K rangés en lignes 
et colonnes. Pour un système d’équations linéaires on appelle matrice du système 


la matrice des coefficients des premiers membres des équations. Par exemple, pour 
l’exemple 1 ., la matrice du système est : 


Li 

L 2 

l 3 


2 1-2 3 

3 2-1 2 

3 3 3 -3 


On notera L\, L 2 , ■ •. Lfc les différentes lignes de la matrice. La ligne L, sera dite i ème 
ligne ou ligne d’indice i. 

On dit qu’une matrice est échelonnée si les lignes commencent par un nombre de 
zéros strictement croissant à mesure que l’indice augmente (c’est-à-dire, par exemple, 
la ligne L 3 commence par un nombre de zéros strictement plus grand que la ligne 
L 2 et celle-ci par un nombre de zéros strictement plus grand que la ligne L\). Par 
exemple : 
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est une matrice échelonnée, alors que la matrice 

0 15 9' 
18 2 0 
10 6 2 
3 2 15 


1 3 1 



n’est pas échelonnée. 

Il est facile de se convaincre (la démonstration rigoureuse est lourde, mais elle n’est 
pas difficile) que par des opérations élémentaires, on peut toujours mettre le système 
sous forme échelonnée, c’est-à-dire on peut remplacer le système par un autre dont la 
matrice est échelonnée (l’ensemble des solutions n’aura pas changé). 

Pour cela, il faut d’abord que la première équation commence par un coefficient non 
nul, ce qu’on peut toujours faire en changeant éventuellement l’ordre des équations 
(l ère opération élémentaire). Ce coefficient non nul est dit pivot. (Si l’on reprend, par 
exemple, l’exemple 1., le pivot est 2). 

Comme on le voit sur l’exemple 1., on peut échelonner les deux premières lignes en 
multipliant la ligne L 2 par le pivot (ce qu’on a le droit de faire car le pivot est non 
nul - cf. opération élémentaire b) ) et en lui ajoutant l’équation L\ multipliée par un 
coefficient adéquat. On procède ainsi jusqu’à échelonner tout le système. 
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Exemple 3. - 


L i 


L 2 


L 3 


La 


' x + 2y — 3z = 4 
x + 3 y+ z — 11 

< 

2x + 5 y — 4: z = 13 
k 4x + 11 y =37 


L i 


L' 2 =L2-L X 

L^=L 3 -2L 1 

L;=L 4 -4Li 


r x + 2y— 32: =4 

| | y + Az = 7 

< _ 

| | y+ 22 = 5 

J 13y + 12 2 = 21 


Il s’agit maintenant d’échelonner les trois dernières équations. Le pivot est à présent le 
coefficient de y dans l’équation Z/ 2 (c’est-à-dire 1). 


Li 


( x 2y - 3z = A 
y + Az = 7 

22 = 2 







= 0 


Le système est maintenant sous forme échelonnée. On a immédiatement 2 = 1 ; en repor¬ 
tant dans L' 2 : y = 7-4 = 3 et dans L\ : x = 4 - 6 + 3 = 1. Le système admet donc la 
solution unique x = 1, y = 3, 2 = 1. 
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Méthode d’élimination pour la résolution 
d’un système d’équations linéaires 

Les exemples que nous venons de traiter illustrent suffisamment la méthode pour 
résoudre un système d’équations linéaires. 

1. Il faut tout d’abord préparer le système en échangeant éventuellement l’ordre 
des équations et des variables de manière à ce que le pivot soit non nul 1 ; 

2. On échelonne ensuite le système. 

Deux cas peuvent se donner : 

(a) : il se présente une équation du type : 


Oxi + 0 x 2 H-1- 0x n = b avec 6^0 (*) 

Dans ce cas, il n’y a pas de solution : on dit que le système est incompatible. 
(b) : il n’y a pas d’équation du type (*). 

S’il se présente une équation du type 


0 X\ + 0 X 2 • • • + 0 x n = 0 

elle peut être écartée. Une fois éliminées toutes ces équations, on aboutit 
à un système du type : 


1 &11 \X\ + &12 X2 + 



Üir 

X<p + d\ T'-j-l Xrp- j_i H~ 


&ps X s ~\r 


"bûln X n — b\ 


' \ Xn — bî 


+ Q'pn •En — bp 


où les coefficients encadrés (ceux qui sont au début de chaque équation) 
sont tous non nuis. 

On met ainsi en évidence une matrice échelonnée dont la dernière ligne n’a 
qu’un élément non nul (cf. matrice encadrée). 

Les inconnues qui apparaissent au début de chaque équation (celles cor¬ 
respondantes aux coefficients encadrés) sont dites inconnues principales, les 
autres (s’il y en a) variables libres (dans les exemples 2 et 3 il n’y a pas de 
variables libres; dans l’exemple 4., x , y, z sont les inconnues principales, 
w la variable libre). 

Deux cas sont possibles : 
i) Il n’y a pas de variable libre. 
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Alors le système admet une et une seule solution que Ton obtient en résolvant d’abord 
la dernière équation et en remontant jusqu’à la première. 

ii) Il y a des variables libres. 

On donne alors aux variables libres des valeurs arbitraires Ai,... , À m , on porte les 
À i au second membre et l’on est ramené au cas précédent : il existe alors une et une 
seule solution pour chaque choix de c’est-à-dire, une infinité de solutions 

dépendante de m paramètres (rn = nombre des variables libres). 



x -f- 2y — 2z + 8w — 2 L\ 

2x + 4 y— 3z+4w = 5 l' 2 =l 2 -2L 1 

5x + 10y — 8z + llw = 12 l' 3 =l 3 -5L 1 

Z/i (x + 2y — 2z + 3w = 2 

L 2 -2L 1 < 


x + 2y — 2 z + 3w = 2 
z — 2w — 1 
2z - 4zu = 2 


z — 2w = 1 
0 = 0 

Aussi, le système est-il équivalent au système suivant : 


L' 3 -2L' 2 



x et z sont les inconnues principales, y et w les variables libres. En posant y = À et w = jr, 
on a : 

= 2 — 2 A - 3 (jl 

= 1 +2 fi 

d’où les solutions x = 4 — 2À + /z, y = À , z = 1 + 2 /x, w = fi. 



2.2 Cas des systèmes linéaires homogènes 

On appelle système linéaire homogène un système d’équations linéaires dont le second 
membre est nul : 


Ull X\ + CL\2 &2 + • • • + a ln X n — 0 
U21 X\ + U22 X2 + • • • + 0>2n X n = 0 


^ dp i Xi + dp 2 X2 + • • • + d pn X n — 0 

Un tel système a toujours, bien entendu, au moins une solution, la solution nulle : 
x\ = X 2 = • • • = x n = 0, dite solution triviale. Il est intéressant de savoir si le système 
admet des solutions non milles. A cet effet, on a : 
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Théorème 2.2 - L’ensemble des solutions d’un système linéaire homogène à n in¬ 
connues est un sous-espace vectoriel de K n . Si le système sous forme échelonnée 
comporte k équations, l’espace des solutions est de dimension n — k. 

En particulier un système homogène avec plus d’inconnues que d’équations (n > p) 
admet des solutions non nulles. 

REMARQUE - La dimension de l’espace des solutions est égale au nombre de 
variables libre qui apparaissent dans la forme échelonnée 
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CHAPITRE 3. APPLICATION LINEAIRE et MATRICE 

3.1 Applications linéaires 

Définition 3.1 - Soient E et E' deux espaces vectoriels sur le même corps K et f 
une application de E dans E'. On dit que f est linéaire, si : 

a) f(v + w) = f(v) + f(w), Vv,w€E] 

b) f(\v) = \f(v) , Vv£E,V\eK. 

L’ensemble des applications linéaires de E dans E' est noté Ck (E, E') ou, plus sim¬ 
plement, C{E, E'). 

REMARQUE - Si / est linéaire, on a : / (0) = 0. 

Il suffit, en effet, de faire A = 0 dans / (A x) — A / (x). 

Certains types d’applications linéaires sont particulièrement importants ; nous y re¬ 
viendrons largement dans la suite. En voici les définitions : 


Définition 3.2 - On appelle endomorphisme de E, une application linéairede E 
dans E (même espace de départ et d’arrivée). L’ensemble des endomorphismes de E 
est noté End/^E) ou, plus simplement End {E) 1 . 

On appelle isomorphisme de E sur E' une application linéaire bijective de E dans E'. 

Exemple 

/ : R 3 -► R 2 

(®1 , X2, X3) I- > (2xi -f-X2 , a?2— x 3 ) 

est une application linéaire. 

En effet, si v = (m, X2, X3) et vo = {y 1, 2/2, 2/3), on a : 

/ (v + tu) = f ^(*1 -I- 2 / 1 , X2 4- 2/2, X3 + 2/3)) 

= (2 (æi + 2/1) 4- + 2/2), ( X 2 + 2/2) — (x 3 4- 2/3)) 

= ((2a?i -I- X 2 ) 4- (22/1 4- 2/2), ( x 2 — x 3 ) + (2/2 — 2/3)) = f (v) + f (w) 

= f (i Xxi, Xx 2 , Aï 3 )j = / ((2 Xxi + Xx 2 , Xx 2 — X # 3 )) 

= /(A (2xi + x 3 , X 2 — 2 : 3 )) = X f ((2xi 4- x 3 , x 2 — x 3 )^) = X f (v) 


f (Av) 
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3.2 Image et noyau. Image d’une famille de vecteurs 

Proposition 3.3 - Soit f : E —> E' une application linéaire et F un sous-espace 
vectoriel de E. Alors f (F) est un sous-espace vectoriel de E'. 

En particulier f (E) est un sous-espace de E' appelé image de f et noté Im/. Sa 
dimension est appelée rang de f et est notée rg / ; 

rg/ := dim(Im /) 


Proposition 3.4 - Soit f G C(E, E 1 ) et 

Ker /:= {x G E | f (x) = 0} 

Ker / est un sous-espace vectoriel de E appelé noyau de /. 

En effet si x, y G Ker /, on a : 

f (x + y) = f{x) + f (y) = 0 + 0 = 0; donc : x + y G Ker / 

f (Xx) — Xf (x) = À 0 = 0 ; donc: XxeKerf □ 


Proposition 3.5 - Soit f G C(E,E'). Alors f est injective si et seulement si 
Ker / = {0}. 


Exemple 3 — Soit : 


/ : R 3 

(x,y,z) 


R 3 


où : 


x' = x + y — z 

y' — 2x + y — 3 z 

z' = 3x + 2y — 4z 


Ker / est l’ensemble des triplets ( x, y, z) G R 3 qui vérifient le système : 


X 

+ 

y - 

z — 

0 

2 x 

+ 

y - 

3 z = 

0 

3 x 

+ 

2 y - 

Az = 

0 


On trouve facilement x = 2X, y = - X, z = X \ c’est-à-dire Ker / est la droite vectorielle 
engendrée par le vecteur (2, -1, 1). 

On remarque que f n’est pas injective dans cette exemple puisque Ker f est different 
de {0}. Voir exercice pour un exemple d’une application injective. 

Théorème du rang .3.8 - Soient E et E' deux espaces vectoriels de dimension 
finie et f : E —> E 1 une application linéaire. On a alors : 


dim E = rg / + dim(Ker /) 
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3.3 Matrices et applications linéaires 

Si E' est un espace vectoriel sur K et A un ensemble quelconque A ^ 0, l’ensemble 
des applications / : A —» E' est muni d’une structure d’espace vectoriel sur K par 
les lois : 

f + g: A —» E' Xf : A —■» E 1 

x I-■> f(x)+g(x ) x I- > A/(a:) 

(cf. exemple 4. page 5). En particulier Ck{E,E') est un sous-espace de l’espace 
vectoriel des applications / : E —» E 1 : 

Proposition 3.10 - Ck (E, E 1 ) muni des lois : 

f + g : E —» E' À / : E — > E' 

x I-> f(x)+g(x) x I-> A/(a:) 

est un espace vectoriel sur K. De plus, si f € Ck (E,E') et g G Ck ( E',E") alors 
g o f g Ck ( E , E") et on a : 


go (f + h) =gof + goh 
(g + k) o f = g o f + ko f 

go(Xf) = Xgof Vg,keCK(E',E"), VA eK 


Enfin, si f est bijective, f 1 est linéaire. 
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1. Matrice 


Définition 3.11 - On appelle matrice de type (p, n) à coefficients dans K un tableau 
A de p n éléments de K rangés sur p lignes et n colonnes : 


/ «Il Oi2 ... a\ n A 

021 022 • • • »2n J 

\ Opl Op2 • • » J 


ou, en abrégé : A = (a^) , ou aussi : A = ||ajfc||. 


L’ensemble des matrices àp lignes etn colonnes est noté Ai p>n (K). Sin = p, M. n ,n (K) 
est noté : A4 n ( K ). 


Ainsi, par exemple : 

(o ! ■2)^30*) 


/ 1 2 — i 3 + i\ 

I 0 1 +i i le a^ 3 (C) 

V-i 2 1 J 


Remarquons que dans la notation que nous venons d’adopter, aik désigne l’élément 
de la i-ème ligne et de la k-ème colonne 3 : 



indice de ligne 


indice de colonne 


Une autre notation que nous emploierons aussi dans la suite, est la «notation par 
colonnes» : 


A = || Ci,, c n || , où c & = 


( Oi k \ 
02 k 

\ Opfc J 


est la k eme colonne 


Sur l’ensemble A4 Pi n ( K ) on définit les lois : 


• addition : si A — (a^), B = (6^) , on note C = A + B la matrice (c^) telle 
que : 

Oik — dik H” bik > Vî, k 

• produit par un scalaire : si A = (a**) et À G K on note A A la matrice 
(A aik) c’est-à-dire la matrice obtenue en multipliant tous les éléments par A. 


par exemple : 

/2—10 3 A / 1 2 04\/3 10 7\ 
\1 2 1 —1 y V 3 1-1 2 ) \4301/ 

/ 2 -1 0 3 \ / 10 -5 0 15 A 

\1 2 1-lJ V 5 10 5 -5 ) 
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2. Matrice associée aux applications linéaires 


Soient E et E' deux espaces vectoriels sur K , de dimension n et p respectivement, et 
/ : E —> E' une application linéaire. Choisissons une base {ei,..., e n } de E et une 
base {ei, ..., e p } de E'. Les images par / des vecteurs ex,..., e n se décomposent sur 
la base {ex,, e p } : 


/( e l) 

— &11 £l + 0.21 £2 + ■ ■ 

• + cipi Ep 

fM 

= a\2 £\ + 022 £2 “b • 1 

• + a p 2 Ep 

/(en) 

= Oi n £x + 02n £2 + - 

“h &p n £p 


Définition 3.13 - On appelle matrice de f dans les bases {ex, ..., e n }, {ex, ..., e p } 
la matrice notée M (f) euej appartenant à M Pt n (K) dont les colonnes sont les com¬ 
posantes des vecteurs f (ex), ..., / (e n ) dans la base {ex, ..., e p } : 


M(f) 


&i , Sj 


( Ou 

Oi2 • 

. . dln 

\ 

021 

022 • 

• • ^2 n 


\ Opl 

Op2 

. . CLp n 

/ 

î 

î 

î 


fie l) 

/(e 2) 

/ (en) 



Voir exercices pour les exemples. 
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3. Produits des matrices 


Définition 3.15 - On appelle produit de matrices l’application : 


M p ,n (K) X Mn, q (K) 

C^ji) ) (^mfc) 


M p , q (K) 

( C jk) 


ou : 


Cjk — 0,j X bik + aj2 + • • • + CLjn b n k- 


En d’autres termes, l’élément Cjk de la j eme ligne et k eme colonne du produit C = 
est la somme des produits des éléments de la j eme ligne de A par les éléments de m 
rang de la k eme colonne de B. Brièvement, on dit que le produit de deux mat: 
s’effectue « lignes par colonnes ». Voici le schéma de cette définition. 






' 

/ 

( &11 / * * i /' * n \ ( ^11 


b\k 

bik 

bnk 


\ 


.i 


Hq 


*’ b n q / 


&jl * * * Q'ji ‘ * * Q'jn 


\ Ûpl 


Cjk 


C lq \ 
b 


J zq 


C'pi * ' ‘ C'pn / \ Cpi 


Cpq / 


REMARQUE. - Le produit de AB ne peut s'effectuer que si le nombre des colonnes de A est 
égal au nombre des lignes de B. 

/ 2 -1 1 \ / 2 0 1 0 \ 

Exemple 1 - Soit .A = ^ ^ ^ ^ j , B = Il 1 2 2 1 


On a : 


B 


2 

1 


1 1 ) = 
0 2 J 


A 





-2 

0 
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Exemple 2 — 


/ 

f 2 

3 > 

\ , 



Soit A — 1 

,0 


et B = f 

, 3 ) 

| ; on a 


Les remarques suivantes sont importantes : 


B 





AB 


Remarques - 

1. On peut avoir AB = 0 sans que A ou B soient nulles. 

2. AB = AC avec A 0 n’implique pas nécessairement B = C (c’est-à-dire, en 
général on ne peut pas “simplifier” par A, même si A ^ 0). 

3. En général on a AB / B A (c’est-à-dire : la multiplication entre matrices n’est 
pas commutative). 


Proposition 3.16 — La multiplication est associative, c’est-à-dire : 

A(BC ) = (AB) C , (Vie M p , n , VB e M n , q , VCe M q , m ) 

La multiplication est distributive à gauche et à droite par rapport à l’addition, c’est- 
à-dire : 

A(B + C) = AB + AC 

(A + D)B = AB + DB , (V A, D E M p , n> V B, C E M n , q ) 


4. Inverse de matrice 


Définition 3.20 - Une matrice carrée A E M n (K ) est dite inversible s’il existe 
une matrice A' E M n (K) telle que : 

AA! = A! A = I. 

A' est dite inverse de A et est notée A~ y . 

est inversible : son inverse est A -1 = 

comme on le vérifie immédiatement en effectuant les produits AA~ X et AT 1 A. 



Par exemple, la matrice A — 


1 2 
1 3 
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Il existe des matrices non inversibles, par exemple la matrice nulle. Mais la matrice 
nulle n’est pas la seule matrice non inversible. Considérons par exemple la matrice 


i j 

aurait : 


0 

0 


S’il existait une matrice A 


0 

0 


x 

Z 


y 

t 


' - ( : 0 
î) 


i 

o 


telle que AA' = I, on 


c’est-à-dire : 



ce qui, évidemment, est impossible. 



> Une matrice est inversible si son détérminant est différent de zéro. 


Proposition 3.21 - Soient E et F deux espaces, vectoriels de même dimension n sur 
K , {e*} une base de E , {ej} une base de F. Une application linéaire f : E —* F est 
bijective (c’est-à-dire est un isomorphisme) si et seulement si M ( f) ei ,ej es t inversible. 
De plus : 

ou, d’une manière plus concise : M (/ -1 ) = M (/) -1 . 

(Voir exercice pour les applications et exemples de cette proposition 3.21) 


Calcul de l’inverse d’une matrice 

Il existe différentes méthodes pour calculer l’inverse d’une matrice, sur lesquelles nous 
reviendrons. Pour le moment, on peut retenir la suivante qui est d’ailleurs d’un usage 
courant. 

Soit A G A4 n (K), x et x' E K n et X, X' les matrices colonnes qui représentent x et 
x' dans la base canonique de K n . Considérons l’équation matricielle : 


X' = AX 


(*) 


Si A est inversible, en multipliant les deux membres à gauche par A 1 on obtient 
A~ l X' — (A~ x A) X, c’est-à-dire : 


X = A~ l X' 

Donc A~ l est la matrice du système obtenu en résolvant le système (*) en les com¬ 
posantes Xi de x. 
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Exemple : 

Calculer l’inverse de la matrice 


Ecrivons l’équation matricielle (*) avec X = 
On a : 


et X' 


ce qui est équivalent au système 
En résolvant en x\ et x 2 , on trouve : 


Xl 

= 3 x'i — 2 x 2 

X2 

= - x'i + x 2 

X ' 

, donc A ~ 1 


c’est-à-dire X = ^ ^ ^ ^ X' , donc A 1 = ^ ^ ^ ^ 


X\ + 2 X2 
Xl + 3X2 


3.7 Changement de base 

La matrice qui représente une application linéaire a été construite à l’aide d’un choix 
des bases dans l’espace de départ et dans l’espace d’arrivée. Dans ce paragraphe, nous 
allons voir comment sont reliées deux matrices qui représentent la même application 
linéaire en des bases différentes. 

a) Matrice de passage 

Soit E un espace vectoriel de dimension n, {ei,..., e n } et {e' X) ..., e' n } deux bases de 
E. Les vecteurs e' s’écrivent comme combinaisons linéaires des vecteurs e* : 

ei = Pu ex + P21 e 2 H-+ p n 1 e n 

4 = P12 ex + P22 e 2 +-h p n 2 e n 


— Pin &1 “H P2n &2 ‘ Pnn 


Définition 3.23 - On appelle matrice de passage de la base {ei} à la base { e[} la 

matrice notée P ei _ >e / dont les colonnes sont les composantes des vecteurs e\ dans la 

base {ei} : 




Si 


P 11 Pl2 • • • Pin 
P21 P22 ■ ■ • P2n 


Pn 1 Pn2 • • • Pnn 
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On a, bien entendu : 



On en déduit immédiatement (cf. propositions 3.19 et 3.21) : 


Proposition 3.24 


1. Propriété transitivité : 



2. Les matrices de passage sont inversibles et on a : 



Proposition 3.2 5 - Soient f € C(E, F), {e\ ,...,e n } et {e*,...,e^} deux bases 
de E et {ei,..., e p }, {e[,..., e ' p } deux bases de F. Notons : 


A = M (/), 


i > c j 


On a alors : 


A! = M (/) 


e', e'. 

i 1 3 


P=P, 


Q = p ey 


A' = Q-'AP 


Corollaire 3.27 - Soit f = E -> E un endomorphisme de E et {ei,...,e n }, 

{e[, ■ ■ ■, e' n } deux bases de E. Notons : 

A = M (f) ei , A! = M (/)e' et P = P ei — >e >.. 


On a alors : 


A' = P~ l A P 


Définition 3.28 - Deux matrices A, A’ G A4 n ( K ) sont dites semblables s’il existe 
une matrice inversible P G Ai n ( K ) telle que : 

A' - P- 1 AP 


> Voir exercice pour les applications de ces théorèmes et corollaire 
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3.8 Rang d’une application linéaire et rang d’une matrice 

Comme nous l’avons vu (cf. définition 3.3 ), on appelle rang d’une application linéaire 
/ la dimension de Im /. Puisque Ck{E, F) est isomorphe à A 4 p , n (K), il faut s’attendre 
à ce que l’on puisse calculer le rang de / à l’aide de la matrice associée à /. C’est ce 
que nous allons voir dans ce paragraphe. 

Définition 3.29 - 

1. Soit F = {vi} ieI une famille de vecteurs. On appelle rang de la famille la 
dimension de l’espace engendré par les vecteurs {vi} ieI . 

2. Soit A G At Pi n (F), A — ||ci,..., c n || où l’on a noté Ci les vecteurs colonnes de 
A (notons que Ci G K v ). On appelle rang de la matrice A le rang de la famille 
des vecteurs colonnes de A : 

rg ||ci,...,c n || =rg{ci,...,Cn} = dim Vect{ci,..., c n } 

Proposition 3.30 - Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie 
et f G C ( E , F). Soient {ex,..., e n } , (ex,... ,e p } deux bases quelconques de E et F 
respectivement, et A = M {f) ei ,e j ■ On a alors : 

rg / = rg A 

En particulier : deux matrices qui représentent la même application linéaire en des 
bases différentes ont même rang. En particulier, deux matrices semblables ont même 
rang. 

Autrement dit, le rang d'une application est égal au nombre des vecteurs 
libres des matrices qui la représente (le rang d'une application donnée est 
uniguef . 


CALCUL DES DETERMINANTS 

Définition 4.1 - Soit A = (a^) G M n {K). On définit, par récurrence, une applica¬ 
tion : dét : M n {K) —> K de la manière suivante : 

• Si n=l, c’est-à-dire si A=(a), on pose dét A = a (autrement dit le déterminant d’un 
scalaire est tout simplement cet scalaire); 

• Si n >1, notons Aijla matrice obtenu de A en supprimant la i ème ligne et laf me colonne 
(C’est-à-dire la ligne et la colonne qui passent par l’élément ay) ; 

On pose alors (puisque A> € M n -1 (K)) 
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Développement suivant une ligne quelconque. Soit i, i ^ i < n. 


det(A) = ^(-D^aydét^) 

k j^n 

Développement suivant une colonne quelconque. 


dét(A) = £ (-l) i+ %dét(A iy ) 

l^i <n 

Pour calculer le déterminant d'une matrice, vous pouvez prendre une ligne ou 
une colonne quelconque pour servir de pivot. 

Exemple 1 : 

4 
3 

Plus généralement : 


= 4x2- (-1) x 3 = 11 


a c 
b d 


= ad — bc 


Exemple 2 : 


1 

-2 

3 


1 

-2 

3 



1 

-2 

3 


1 

-2 

3 

2 

1 

-1 

= 1 

2 

1 

-1 


(- 2 ) 

2 

1 

-1 

+ 3 

2 

1 


1 

5 

1 


1 

5 

1 




5 

1 


1 

5 

î 1 





1 

-1 



2 - 

-1 


2 1 







= 1 

5 

1 


- 2 ) 

1 

1 

+ 3 

1 5 





= (1 + 5 ) 4 - 2(2 + 1 ) + 3(10 - 1 ) = 39 


Dans l'exemple deux, la première ligne est choisi comme pivot. Utiliser d'autre 
pivot pour trouver ce résultat. 

Exemple 3 : 


12 0 5 
-112 1 
4 0 0 6 
-10 0 4 


(-1) 2+3 x 2 


1 2 5 

4 0 6 
-10 4 


—2(—1) 1+2 x 2 


4 6 
-1 4 


= 88 . 



























Page | 29 


Lemme 

Lemme (a) : 

Si deux colonnes adjacentes sont égales, le déterminant est nul. 

Lemme (b) : 

Si dans un déterminant on échange entre elles deux colonnes adjacentes, le déterminant 
change de signe. 

Corollaire 4.3 - Si l’on échange entre elles deux colonnes, le déterminant change 
de signe. 


Exemple - Calculer : 



0 0 10 
0 0 0 0 
0 0 0 1 
10 0 0 
0 10 0 


A 


= dét||e2,e4,e5,ei,e3|| = - dét ||ei, e4, es, e 2 , 631 | 


det 11 e 1 j 62 j 65 j 64 )C 311 


1 0 

0 '• 


= —dét ||ei,e 2 ,e 3 ,e 4 , 651 | = — 


0 


0 


= -1 


0 ••• 01 


Voir page 20 pour la notation utilisée dans cet déterminant. 


Permutations des colonnes 

Soit A = ||ci,.. ., c n \\ et A! une matrice obtenue en changeant l’ordre des vecteurs 
colonnes de A (on dit que A! est obtenue de A par permutation des vecteurs colonnes). 
Par exemple ^4 = ||ci, c 2 , c 3 , c 4 || et A' = ||c 4 , c 3 , ci, c 2 ||. 

Il est facile de se rendre compte qu’en échangeant entre elles deux colonnes on peut, 
par de telles opérations successives, passer de A! à A. 

Il y a même une façon standard de le faire qui consiste à mettre d’abord la colonne 
Ci à la première place, puis c 2 à la seconde, etc. 

Par exemple : 

A> = ||C4,C 3 ,Ci,C 2 || » ||C1,C 3 ,C 4 ,C 2 || —-► ||C1,C 2 ,C4,C 3 || 

en échangeant en échangeant 

Ci et C4 C2 et C3 

||Cl,C2,C3,C 4 || = A 


en échangeant 
C3 et C4 
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L’opération qui consiste à échanger entre elles deux colonnes en laissant fixes les autres 
est dite transposition des colonnes. A chaque transposition le déterminant change de 
signe et donc, dét A! = (—l) r dét A où r est le nombre de transpositions nécessaires 
pour passer de A à A'. 3 En particulier, si dét A — 0 alors dét A! = 0. 

Théorème 4.4 - Soit A = ||ci,... ,c n || € A4 n (K). Alors les vecteurs ci,...,c n 
forment une base de K n si et seulement si dét A 0. 

Ou, d’une manière équivalente, (en prenant la contraposée) : 

Un déterminant est nul si et seulement si l’une des colonnes est combinaison linéaire 
des autres colonnes. 

Théorème 4.5 

1. Le déterminant est une fonction multilinéaire de chaque ligne. 

2. Si une matrice a deux lignes égales, le déterminant est nul. 

3. Si l’on échange entre elles deux lignes, le déterminant change de signe. 

f. Le déterminant d’une matrice est non nul si et seulement si les vecteurs lignes 
sont indépendants, 

ou (d’une manière équivalente) : 

un déterminant est nul si et seulement si l’une des lignes est une combinaison 
linéaire des autres lignes. 

5. Le déterminant d’une matrice diagonale et triangulaire est égal aux produits des éléments 
sur la diagonale principale. 


Proposition 4.17 - Le déterminant ne change pas si à une ligne (respect, à une 
colonne) on ajoute une combinaison linéaire des autres lignes (respect, des autres 
colonnes). 


Voir le calcul de déterminant de Vandermonde dans l’exercice pour l’utilisation de la 
proposition 4.17. 
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Exemple — Calculer : 


On 


dét A = 


dét A = 





1 

— 2 


1 3 

4 






1 

-1 


0 2 

4 




dét A 

= 

2 

1 


3 1 

2 






— 1 

0 


1 1 

3 






0 

1 


1 1 

3 




1 

-2 

1 

3 

4 







0 

1 - 

1 

— 1 

0 

L> 2 —L, 1 





0 

5 

1 

-5 

-6 


>-2Z,i 





0 

-2 

2 

4 

7 






0 

1 - 

1 

1 

3 






l la première colonne : 






1 

-1 - 

-1 

0 



1 

0 

0 

0 

5 

1 - 

-5 

-6 



5 

6 

0 

-6 


-2 

2 

4 

7 



-2 

0 

2 

7 

1 

-1 

1 

3 



1 

0 

2 

3 


c'2+c , i a 3 +ai 


en développant selon la I e re ligne 


dét A = 


6 0-6 
0 2 7 

0 2 3 


= 6 


2 7 

2 3 


6 (6 - 14) = - 48 


Proposition 4.18 Si A n , n est une matrice inversible, et si C et D sont deux vecteurs composés 
de n lignes et 1 colonne, alors on a : 


• dét(I-CD T ) = \ + D T C 
• dét (A + CD 7 ) = détA x (1 + D 7 A 1 C ) 

Voir exercices les deux derniers exercices sur le déterminant pour l’application de 
la proposition 4.18 

4.7 Déterminant du produit de matrices. Déterminant d’un 
endomorphisme 

Théorème 4.18 - Pour toutes matrices A, B G M n (K), on a : 

dét (AB) = (dét A) (dét B) 

Pour toutes matrices A, B G M n (K) 


Corollaire 4.19 - A G Mû {K) est inversible si et seulement si dét .4 ^ 0 et l’on a 
alors : 


dét (A 1 ) 


1 

détA 
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Transposition 

La matrice transposée d’une matrice A, écrite A 1 , est la matrice obtenue en écrivant les lignes 
de A en colonnes : 


/a n 

an .. 

> » a\ n \ 

t 

/an 

a 2 i ., 

» • dml\ 

a 2ï 

a 2 2 

.. a 2 n ' 


' 0,12 

a 22 ., 

• . am2 I 

\ a m i 

am2 . : 

. . Omn 1 


\a in 

a 2 n . « 

* . a-nmj 


Observons que si A est une matrice m x n, alors A‘ est une n x m matrice. 


Exemple 



La transposition des matrices satisfait aux propriétés suivantes: 

(i) (A+Bf = A f + 5‘ 

(ii) (A‘) e = A 

(iii) (JcAy = kA t , pour k scalaire 

(iv) (ABf = B*A* 

Cofacteur 

Définition 4.15 - On appelle cofacteur de l’élément aij le scalaire : 

cof (aij) := (—1) Î+J àétAij 

où est la matrice obtenue en supprimant la i eme ligne et la j eme colonne. 
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Exemple 


Soit A = 


2 3-4 

( 0-4 2 ) 

V 1 — 1 5/ 


. Les cofacteurs des neuf éléments de A sont 


+ 

II 

-4 2 

-1 5] 

— 18, A 12 — — 

0 2 

1 5 

- 2, A 13 ~ + 

0 -4 

1 -1 

II 

1 

3 -4 

-1 5 

= “ 11 , A 22 = + 

2 -4 

1 5 

= 14, A 23 = — 

2 3 

1 -1 

+ 

II 

CO 

3 -4 

-4 2 

= —10, A 32 = — 

! i 

2 -4 

0 2 

II 

1 

00 

00 

II 

+ 

2 3 

0 -4 


= -8 


Calcul de l’inverse d’une matrice en utilisant le déterminant et le cofacteur 


Théorème 4.22 — Soit A G A i n (K) et cof (A) la comatrice de A, c’est-à-dire la 
matrice obtenue de A en remplaçant chaque élément par son cofacteur. 

On a alors : 


A 4 cof (A) = 4 cof (A) A = (dét A) / 


En particulier, si A est inversible (c’est-à-dire dét A ^ 0), on a : 


A" 1 = 


1 

dét A 


cof (A) 


La comatrice de A dans l’exemple ci-dessus est 


'-18 2 4 ^ 

-11 14 5 

v -10 -4 - 8 , 


Exemple de calcul de l'inverse d'une matrice en utilisant le déterminant et la comatrice. 
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Exemple 1 - Soit A = ^ 3 ) On a dét A = 5 ÿé 0, donc A est inversible. On 


cof (3) = 1 , cof (-1) = -2 , cof (2) = 1 , cof (1) = 3. 


Donc cof (A) = 


Plus généralement, si A — 


et A- 1 = 


-i 1/3-2 


5 V 1 1 T 


a b 
c d 


, avec ad — bc ^ 0, on a: 


A -1 = 


1 f d -b 
ad — bc V —c a 


12 0 

Exemple 2 — A = I —1 3 0 I, dét A — —3 — 2 = —5 ^ 0. Donc A est inversible. 

V o 1 -1 j 

Les cofacteurs des coefficients de la première ligne sont : 


cof(1) = 


3 1 

0 -1 


= -3, cof (2) = - 


-1 0 
0 -1 


= —1, cof (0) 


1 3 


= - 1 . 


Après calcul des autres cofacteurs, on trouve : 


A’ 1 = 


-3 2 0 

-1 -1 0 
-1 -1 5 
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CHAPITRE 4: Réduction des endomorphismes et 
diagonalisation 

4.1 Position du problème 

Soit E un espace vectoriel sur K et f un endomorphisme de E. Si E est de dimension 
finie et {e*} est une base de E , on peut construire la matrice qui représente / dans 
cette base : 


= ||/(e 1 ),...,/(e n )|| ei . 


Comme on Ta vu, si l’on change de base, en général la matrice change : si A = 

M (/) ei , A' = M (/) e < et P = P ei _> e / est la matrice de passage de la base {e*} à la 

base {e^}, on a : 

A! = P- 1 AP 


Dans ce chapitre, nous nous proposons de chercher des bases de E dans lesquelles la 
forme de la matrice est la plus simple possible, c’est-à-dire, par exemple, diagonale 
ou, éventuellement, triangulaire. 

Plus précisément, on dira que / est diagonalisable s’il existe une base {e*}, telle que : 




( an 0 • • • 0 ^ 

0 a22 ’ • • 

: •. 0 

\ 0 • • • 0 CLnn ) 


On dira que / 


est trigonalisable s’il existe une base {e*}, telle que : 


M(f) ei = 


! &n 

0 a22 

V o 


* x 

0 C^nn J 


ou M(f) ei = 


( &n 0 
&22 


V 


* 


0 ^ 
o 

^nn / 
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4.2 Vecteurs propres 

La clé de la diagonalisation est la notion de vecteur propre (dont la définition est 
valable en dimension infinie). 

Définition - Soit f G End^(£ ! ). Un vecteur v G E est dit vecteur propre de f 
si : 

1. v 7 ^ 0. 

2. 3XeK : f(v) = Xv. 

Le scalaire X est dit valeur propre correspondante à v. 

Remarques. - 

1. Alors que les vecteurs propres sont non nuis par définition 1 , la valeur propre peut être 
nulle : les vecteurs (non nuis) de Ker/ sont justement les vecteurs propres correspon¬ 
dant à A = 0. 

2. Si v est un vecteur propre correspondant à la valeur propre A, alors pour tout ji G 
K, n ^ 0, ixv est aussi vecteur propre correspondant à la même valeur propre A. En 
effet : 

f(pv) = nf(v) = p{Xv) = X(pv) 


Théorème (I) - / G End^E) est diagonalisable si et seulement si il existe 

une base de E formée de vecteurs propres. 


Recherche des valeurs propres. Polynôme caractéristique 


Soit À une valeur propre de / ; il existe donc un vecteur v G E, v ^ 0, tel que f(v) = 
Xv , c’est-à-dire (/ — À id) v = 0. Comme v ^ 0 cela signifie que l’endomorphisme 
(/ — À id) n’est pas injectif, ce qui, en dimension finie, équivaut à : 

dét (/ — A id) = 0 

Aussi, si { ei } est une base de E et : 



( an 

ain 

M(f) e 

• - : 



\ a n î 

a 77,72, 

A soit une 

valeur propre s’écrit : 

an — A 

a i2 

ai 77, 

d21 

a22 — A • • 

a 2 77, 

a ni 

a n 2 

a 77,77, A 


= 0 . 


En développant ce déterminant, on trouve une équation du type : 

(— 1 ) 71 X n -f- CL n ~ 1 \ n 1 “h * • * “h CL\ A + CZ-o — 0 
dont les racines (dans K) sont les valeurs propres de /. 

Cette équation est dite équation caractéristique et le polynôme à premier membre, 
appelé polynôme caractéristique de /, est noté Pf (A). Nous avons ainsi démontré : 

Proposition 6.3 - Soit f G Endic(^), où E est un espace vectoriel de dimension 
finie n. Les valeurs propres de f sont les racines du polynôme : 

P f (A) := dét (/ - A id). 

Pf (A) est un polynôme de degré n en A, appelé polynôme caractéristique de f . 
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Exemple : 

Soit / : R 2 
matrice : 


On a : 


R 2 l’endomorphisme qui, dans la base canonique, est représenté par la 



P f (A) = dét (/- A id) 


1-A 2 

-1 4-A 


A 2 - 5 A + 6 = (A-2) (A-3). 


Donc, les valeurs propres de / sont \± = 2 et À 2 = 3. 


L’ensemble des valeurs propres de / est dit spectre de / et est noté Sp K (/) (ou 
Sp K A, si A est la matrice qui représente / dans une base). 


Recherche des valeurs propres 


Une fois calculées les valeurs propres on détermine les vecteurs propres en résolvant, 
dans le cas où la dimension est finie, un système linéaire : le système 

(A-A/)t; = 0. 





Page | 38 


Exemple : 

Reprenons l’exemple du § 3 : / est l’endomorphisme de R 3 qui dans la base canonique est 
défini par : 

■*■(-! 0 

Les valeurs propres sont Ai = 2 et À 2 = 3. Il existe donc deux vecteurs propres ui, V 2 tels 
que : 

f(v i) = AiUi et f(v 2 ) = X 2 V 2 

Calcul de v\. 

Il faut résoudre l’équation f(v 1 ) = Ai v±, c’est-à-dire : (/ — À id) v\ = 0. En écrivant cette 
équation dans la base canonique et en notant v\ = ( X ) la matrice du vecteur v\. 

\ y J 

(A - 21) vi = 0 équivaut à: ( 2)(y) = (o) 

ce qui donne le système : 


{: 


x + 2y =0 
x + 2 y =0 


(0 


(ou par tout autre vecteur 


dont les solutions sont engendrées par le vecteur v\ 
non nul colinéaire à vi). 

Calcul de V 2 > 

Il faut résoudre (/ — 3 id) V 2 =0. En posant V 2 = (;) , on a, dans la base canonique : 

( A - 3I)v 2 = 0 , c’est-à-dire : { * + \ \ ï q 

et la solution est engendrée par i >2 = ^ J ). 

On a donc deux vecteurs propres vi = ^ ^ ^ et vi = ^ J ^. On voit immédiatement 

2 1 

qu’ils forment une base de R 2 , car dét||ui, 7 ^ 2 1| = ^ ^ ^ 0. Par conséquent / est 

diagonalisable et 

M(/)., = (o 3) 

La matrice de passage P ei ^> Vi est la matrice : 

P = |kl,U 2 ||e f = ( ^ J ) 

On vérifie facilement que : A' = P~ 1 AP, où A! = ( ^ 3 ) 


Théorème (II) - Soit f G End ( E ) et \i,...,X p les valeurs propres de f. 

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. f est diagonalisable. 

2. E est somme directe des espaces propres : E = E\ x © • • • © E\ p . 

3. dim E\ x + • ■ • + dim E\ p = dim E . 


Corollaire - Si f admet n valeurs propres deux à deux distinctes alors f est 

diagonalisable. 
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Proposition (B) - Soit f G End if (E) et À une valeur propre d’ordre a. 

Alors 


dim E\ < ol 


Théorème (III) 

ment si : 


- Soit f G End K-(I?). Alors / est diagonalisable si et seule- 
1 . Pf(X) est scindé dans K , ce qui veut dire que Pf(X ) s’écrit : 


Pf(X) = (-l)«(X-A 1 )“»..-(X-Ap)“p 


cwec Ai,..., X p G K et en + .. . + ot v = n 

2. Les dimensions des espaces propres sont maximales , c’est-à-dire : pour chaque 
valeur propre Xi de multiplicité ai, on a : 


dim E\ i = OLi 


Exemple 1 - 

( 204 
3 -4 12 

1-2 5 

On a : P*(À) = —À (À — 1) (A - 2). 

A admet donc 3 valeurs propres distinctes et donc elle est diagonalisable. 
Déterminons les sous-espaces propres. 

Eo : Soit v\ = [ y J ; vi G Eo si et seulement si A vi = 0 ce qui donne le système 

2x -h 4z =0 
3 x — 4 y + 12 z = 0 
x — 2 y + 5 z — 0 


/ - 4 \ 

on trouve : Vi = I 3 I (ou tout autre vecteur colinéaire à celui-ci.) 

V 2 ) 

Ei : Il faut résoudre le système (A — I)v 2 = 0, c’est-à-dire : 


( x -h 4z 

= 0 

l 

- 4 \ 

< 3x — 5 y +12 z 

= 0 

ce qui donne, par exemple, V 2 = I 

0 

y x — 2y + 4 z 

= 0 

V 

1 / 


E 2 • On doit résoudre (A — 21) V 3 = 0, c’est-à-dire : 


4z 

= 0 

3x — 6y + 12 z 

= 0 

x -2 y +3z 

= 0 


d’où V 3 = I 1 I , à un facteur de proportionnalité près. 

V 0 J 
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Donc A est semblable à la matrice A' = 
-4 

A! = 0 

1 


0 0 
0 1 
0 0 


et une matrice de passage est 



Exemple 2 


A = 



On trouve Pa(A) = — (A — l)(A + 2) 2 . Donc A est diagonalisable si et seulement si l’espace 
propre correspondant à A = — 2 est de dimension 2. 

E- 2 est défini par le système ( A + 21) v = 0, c’est-à-dire : 

{ x + y + z — 0 
x + y + z = 0 
x + y + z = 0 

Il s’agit donc du plan vectoriel d’équation x + y + z = 0 qui est de dimension 2. / est 
donc diagonalisable. 

Une base de E- 2 est donnée, par exemple, par 


vi = 



et 


v 2 = 



Pour Ei on trouve la droite vectorielle d’équation : 

2 x y -\- z =0 
x — 2 y + z = 0 


dont un générateur est V 3 

A'= I 



. Ainsi A est semblable à la matrice 


-2 

0 

0 


0 

-2 

0 


et on a : A! — P 1 AP 


avec 


P = 


1 

0 


0 

1 


-1 -1 


Exemple 3 


A = 




On trouve Pa( A) = —(A—l) 2 (A+2 ). Donc A est diagonalisable si et seulement si dim E\ 
2 . La détermination de E\ conduit au système 


f — 5x — 2,z = 0 

\ 5x + y — 2z = 0 

qui définit une droite vectorielle, car les deux équations sont indépendantes. On en déduit 
que dim E i = 1 et, par conséquent, que A n’est diagonalisable ni dans R ni dans C. 



